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�7�K�H�� �G�R�P�L�Q�D�Q�W�� �F�K�D�Q�J�H�V�� �E�H�W�Z�H�H�Q�� �V�X�F�F�H�V�V�L�Y�H�� �S�X�O�V�H�V�� �D�U�H�� �G�X�H�� �W�R�� �W�K�H
�S�R�V�V�L�E�O�H���F�K�D�Q�J�H�V���L�Q���W�K�H���S�D�W�K���O�H�Q�J�W�K���D�Q�G���W�K�H���H�O�H�Y�D�W�L�R�Q���D�Q�J�O�H�����Z�K�L�F�K
�\�L�H�O�G�V�� �D�� �S�K�D�V�H�� �F�K�D�Q�J�H�� �E�X�W�� �Q�R�W�� �D�Q�� �D�P�S�O�L�W�X�G�H�� �F�K�D�Q�J�H���� �+�R�Z�H�Y�H�U���� �I�R�U
�Q�R�Q���L�G�H�D�O�� �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J�� �F�H�Q�W�U�H�V���� �W�K�H�U�H�� �F�D�Q�� �E�H�� �V�P�D�O�O�� �F�K�D�Q�J�H�V�� �L�Q
�D�P�S�O�L�W�X�G�H�� �E�H�W�Z�H�H�Q�� �V�X�F�F�H�V�V�L�Y�H�� �S�X�O�V�H�V���� �$�O�V�R���� �W�K�H�� �E�H�D�P�� �L�O�O�X�P�L�Q�D�W�L�R�Q
�S�D�W�W�H�U�Q���R�Q���W�K�H���J�U�R�X�Q�G���F�D�Q���F�K�D�Q�J�H���V�O�L�J�K�W�O�\���� �J�L�Y�L�Q�J�� �D�Q�R�W�K�H�U���S�R�V�V�L�E�O�H
�F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q���W�R���V�P�D�O�O���F�K�D�Q�J�H�V���L�Q���U�H�W�X�U�Q�H�G���D�P�S�O�L�W�X�G�H���I�R�U���V�X�F�F�H�V�V�L�Y�H
�S�X�O�V�H�V���� �1�H�Y�H�U�W�K�H�O�H�V�V���� �W�K�H�� �S�U�L�P�D�U�\�� �F�K�D�Q�J�H�V�� �U�H�P�D�L�Q�� �L�Q�� �W�K�H�� �S�K�D�V�H
�G�L�I�I�H�U�H�Q�F�H�V�� �G�X�H�� �W�R�� �W�K�H�� �S�D�W�K�� �D�Q�G�� �H�O�H�Y�D�W�L�R�Q�� �D�Q�J�O�H�� �Y�D�U�L�D�W�L�R�Q�V���� �Z�K�L�F�K
�O�H�D�G�V���W�R���W�K�H���P�R�G�H�O���X�V�H�G���K�H�U�H�L�Q��

�7�K�H���V�H�F�R�Q�G���U�H�F�H�L�Y�H�G���V�L�J�Q�D�O���I�U�R�P���D���S�D�L�U���R�I���V�X�F�F�H�V�V�L�Y�H���S�X�O�V�H�V���K�D�V
�W�K�H�� �V�D�P�H�� �I�R�U�P�� �D�V�� ���������� �+�R�Z�H�Y�H�U���� �W�K�L�V�� �V�H�F�R�Q�G�� �V�L�J�Q�D�O�� �F�D�Q�� �K�D�Y�H�� �D
�S�R�W�H�Q�W�L�D�O�O�\�� �G�L�I�I�H�U�H�Q�W�� �S�D�W�K�� �O�H�Q�J�W�K��s2�� �D�Q�G�� �H�O�H�Y�D�W�L�R�Q�� �D�Q�J�O�H��€2���D�Q�G
�W�K�H�U�H�I�R�U�H���D���G�L�I�I�H�U�H�Q�W���S�K�D�V�H��• 2

r2 = ƒ~0exp j• 2 + N2, ������

• 2 • 2 „‚ c s2 ‚ s0 + xcos(€2) . ������

�7�K�H���D�G�G�L�W�L�Y�H���Q�R�L�V�H��N2���I�R�U���W�K�L�V���V�H�F�R�Q�G���U�H�F�H�L�Y�H�G���V�L�J�Q�D�O���L�V���D�V�V�X�P�H�G���W�R
�E�H�� �X�Q�F�R�U�U�H�O�D�W�H�G�� �Z�L�W�K���1���� �V�L�Q�F�H�� �W�K�H�� �Q�R�L�V�H�� �Y�D�O�X�H�V�� �D�U�H�� �D�V�V�X�P�H�G�� �W�R�� �E�H
�R�E�W�D�L�Q�H�G���I�U�R�P���L�Q�G�H�S�H�Q�G�H�Q�W���V�D�P�S�O�H�V���� �,�W���L�V���F�R�Q�Y�H�Q�L�H�Q�W���W�R���D�E�V�R�U�E���W�K�H
�S�K�D�V�H��• 1�� �L�Q�W�R�� �W�K�H�� �F�R�P�S�O�H�[���Y�D�O�X�H�G�� �D�P�S�O�L�W�X�G�H��ƒ~0�� �L�Q�� �I�R�U�P�L�Q�J�� �D�� �Q�H�Z
�F�R�Q�V�W�D�Q�W��ƒ0�����7�K�X�V�����W�K�H���V�L�J�Q�D�O���P�R�G�H�O���I�R�U���V�X�F�F�H�V�V�L�Y�H���S�X�O�V�H�V���L�V

r1 = ƒ0 + N1, ������

r2 = ƒ0exp(j€• ) + N2, ������

€ • • 2 „‚ c s2 ‚ s1 + xcos(€2) ‚ xcos(€1) . ������

�7�K�H�� �S�K�D�V�H�� �D�U�J�X�P�H�Q�W�� �R�I�� �������� �H�[�K�L�E�L�W�V�� �D�� �Q�R�Q�O�L�Q�H�D�U�� �V�L�Q�X�V�R�L�G�D�O
�G�H�S�H�Q�G�H�Q�F�H�� �R�Q�� �W�K�H�� �H�O�H�Y�D�W�L�R�Q�� �D�Q�J�O�H��€���� �+�R�Z�H�Y�H�U���� �W�K�L�V�� �H�T�X�D�W�L�R�Q�� �F�D�Q
�E�H�� �H�[�S�U�H�V�V�H�G�� �L�Q�� �O�L�Q�H�D�U�� �I�R�U�P�� �Z�L�W�K�R�X�W�� �D�Q�\�� �D�G�G�L�W�L�R�Q�D�O�� �D�S�S�U�R�[�L�P�D�W�L�R�Q
�E�\���X�V�L�Q�J���W�K�H���G�L�U�H�F�W�L�R�Q���F�R�V�L�Q�H���R�I��€

u • cos(€) . ������

�'�H�I�L�Q�H��€ u • u2 ‚ u1 = cos(€2) ‚ cos( €1)�� �W�R�� �E�H�� �H�T�X�D�O�� �W�R�� �W�K�H�� �F�K�D�Q�J�H
�L�Q���X���Z�L�W�K���U�H�V�S�H�F�W���W�R���V�X�F�F�H�V�V�L�Y�H���S�X�O�V�H�V�����/�L�N�H�Z�L�V�H�����G�H�I�L�Q�H��€ s • s2 ‚ s1

�W�R�� �E�H�� �W�K�H�� �S�D�W�K�� �O�H�Q�J�W�K�� �G�L�I�I�H�U�H�Q�F�H�� �I�R�U�� �V�X�F�F�H�V�V�L�Y�H�� �S�X�O�V�H�V���� �7�K�H�U�H�I�R�U�H��
�������� �F�D�Q�� �E�H�� �H�[�S�U�H�V�V�H�G�� �L�Q�� �W�K�H�� �I�R�O�O�R�Z�L�Q�J�� �O�L�Q�H�D�U�� �I�R�U�P�� �L�Q�� �W�H�U�P�V�� �R�I��€ s
�D�Q�G��€ u���W�K�U�R�X�J�K

€ • ƒ 2„‚ c{€ s+ x€ u} . ������

�$�W�� �W�K�L�V�� �S�R�L�Q�W�� �L�Q�� �W�K�H�� �D�Q�D�O�\�V�L�V���� �W�K�H�� �V�S�H�F�L�I�L�F�� �V�W�U�D�W�H�J�\�� �L�V�� �W�R�� �G�H�Y�H�O�R�S�� �D
�G�D�W�D���G�U�L�Y�H�Q�� �P�H�W�K�R�G�R�O�R�J�\�� �I�R�U�� �H�V�W�L�P�D�W�L�Q�J��€ s�� �D�Q�G��€ u�� �I�R�U�� �S�D�L�U�V�� �R�I
�V�X�F�F�H�V�V�L�Y�H�� �S�X�O�V�H�V�� �E�D�V�H�G�� �R�Q�� �W�K�H�� �V�L�J�Q�D�O�� �P�R�G�H�O�� �R�I�� ���������� ���������� �D�Q�G�� ��������
�7�K�H�Q���� �W�K�H�� �I�L�Q�D�O�� �H�U�U�R�U�� �H�V�W�L�P�D�W�H�V�� �D�U�H�� �R�E�W�D�L�Q�H�G�� �E�\�� �L�Q�W�H�J�U�D�W�L�Q�J��€ s���D�Q�G
€ u���D�O�R�Q�J���D�O�O���S�X�O�V�H�V���R�I���W�K�H���V�\�Q�W�K�H�W�L�F���D�S�H�U�W�X�U�H�����7�K�H���I�L�Q�D�O���H�V�W�L�P�D�W�H���R�I
€�� �L�V�� �R�E�W�D�L�Q�H�G�� �I�U�R�P�� �W�K�H�� �H�V�W�L�P�D�W�H�� �R�I���X�� �E�\�� �X�V�L�Q�J��€ = arccos(u)���I�U�R�P
��������

�/�H�W���W�K�H���L�Q�G�H�[���N���F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G���W�R���D���S�D�U�W�L�F�X�O�D�U���U�D�Q�J�H���E�L�Q�����7�K�H���X�V�H���R�I
�P�X�O�W�L�S�O�H���U�D�Q�J�H���E�L�Q�V���I�R�U�����������������������D�Q�G�����������\�L�H�O�G�V���W�K�H���I�R�O�O�R�Z�L�Q�J���V�L�J�Q�D�O
�P�R�G�H�O���I�R�U�P���Z�K�L�F�K���L�V���F�R�Q�G�X�F�L�Y�H���I�R�U���W�K�H���M�R�L�Q�W�������'���0�/���H�V�W�L�P�D�W�L�R�Q���R�I
€ s���D�Q�G��€ u�����F�R�Q�G�L�W�L�R�Q�H�G���X�S�R�Q���W�K�H���P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W���G�D�W�D���F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G�L�Q�J
�W�R���W�K�H���Y�D�U�L�R�X�V���U�D�Q�J�H���E�L�Q�V

gk • ƒk + N1,k, ��������

hk • ƒkexp(j€• k) + N2,k, ��������

€ • k ƒ 2„‚ c{€ s+ xk€ u} . ��������

�)�L�J�������Ò���(�I�I�H�F�W�V���R�I���D�W�P�R�V�S�K�H�U�L�F���U�H�I�U�D�F�W�L�R�Q���R�Q���U�D�G�D�U���U�D�\���S�D�W�K�V
���D���� �6�W�U�D�L�J�K�W�� �D�Q�G�� �X�Q�G�H�O�D�\�H�G�� �S�D�W�K�V�� �I�R�U�� �X�Q�U�H�I�U�D�F�W�H�G�� �U�D�\�V���� �V�K�R�Z�L�Q�J�� �W�K�H�� �S�D�W�K�� �O�H�Q�J�W�K�� �R�I
xcos(€)���U�H�O�D�W�L�Y�H���W�R���W�K�H���*�5�3���D�W��x = 0�������E�����&�X�U�Y�H�G���D�Q�G���G�H�O�D�\�H�G���S�D�W�K�V���I�R�U���U�H�I�U�D�F�W�H�G���U�D�\�V��
�L�Q�F�O�X�G�L�Q�J���W�K�H���D�O�W�H�U�H�G���S�D�W�K���O�H�Q�J�W�K��sa���D�Q�G���H�O�H�Y�D�W�L�R�Q���D�Q�J�O�H��€a���I�R�U���D���U�D�\���Z�K�L�F�K���F�X�U�Y�H�V���D�Z�D�\

�I�U�R�P���W�K�H���H�D�U�W�K�����D�Q�G���Y�D�O�X�H�V��sb���D�Q�G��€b���I�R�U���S�D�W�K���F�X�U�Y�D�W�X�U�H���W�R�Z�D�U�G�V���W�K�H���H�D�U�W�K�������F�����5�H�V�X�O�W�L�Q�J

�V�L�J�Q�D�O���P�R�G�H�O���I�R�U���U�H�I�U�D�F�W�L�R�Q���H�I�I�H�F�W�V

��

�,�(�7���5�D�G�D�U���6�R�Q�D�U���1�D�Y�L�J�������������������9�R�O�����������,�V�V�����������S�S������������������
�‹���8�6���*�R�Y�H�U�Q�P�H�Q�W����������

������



�7�K�L�V���P�R�G�H�O���L�V���Y�D�O�L�G���S�U�R�Y�L�G�H�G���W�K�D�W���W�K�H���O�H�Q�J�W�K���V�F�D�O�H���R�I���W�K�H���U�H�J�L�R�Q���R�I
�L�Q�W�H�U�H�V�W�� ���5�2�,���� �R�Q�� �W�K�H�� �H�D�U�W�K�
�V�� �V�X�U�I�D�F�H�� �L�V�� �P�X�F�K�� �V�P�D�O�O�H�U�� �W�K�D�Q�� �W�K�H
�G�L�V�W�D�Q�F�H�� �I�U�R�P�� �W�K�H�� �5�2�,�� �F�H�Q�W�U�H�� �W�R�� �W�K�H�� �U�D�G�D�U���� �)�R�U�� �V�X�F�K�� �F�D�V�H�V���� �H�D�F�K
�L�Q�G�L�Y�L�G�X�D�O�� �U�D�Q�J�H���F�R�P�S�U�H�V�V�H�G�� �S�X�O�V�H�� �D�O�R�Q�J�� �W�K�H�� �V�\�Q�W�K�H�W�L�F�� �D�S�H�U�W�X�U�H�� �L�V
�F�K�D�U�D�F�W�H�U�L�V�H�G�� �E�\�� �D�� �V�L�Q�J�O�H�� �S�D�W�K�� �O�H�Q�J�W�K�� �H�U�U�R�U�� �D�Q�G�� �D�� �V�L�Q�J�O�H�� �H�O�H�Y�D�W�L�R�Q
�D�Q�J�O�H���H�U�U�R�U���� �I�R�U���H�D�F�K���V�S�D�W�L�D�O���S�R�V�L�W�L�R�Q���Z�L�W�K�L�Q���W�K�H���5�2�,�� �R�Q���W�K�H���H�D�U�W�K�
�V
�V�X�U�I�D�F�H�����7�K�L�V���D�S�S�U�R�[�L�P�D�W�L�R�Q���E�H�F�R�P�H�V���G�H�J�U�D�G�H�G���L�I���W�K�H���U�D�G�D�U���W�R���5�2�,
�D�Q�G���5�2�,���O�H�Q�J�W�K���V�F�D�O�H�V���D�U�H���F�R�P�S�D�U�D�E�O�H���V�R���W�K�D�W���G�L�I�I�H�U�H�Q�W���S�D�W�K���O�H�Q�J�W�K
�D�Q�G�� �H�O�H�Y�D�W�L�R�Q�� �D�Q�J�O�H�� �H�U�U�R�U�V�� �R�F�F�X�U�� �I�R�U�� �G�L�I�I�H�U�L�Q�J�� �S�R�V�L�W�L�R�Q�V�� �Z�L�W�K�L�Q�� �W�K�H
�5�2�,��

���Ñ�0�/���H�V�W�L�P�D�W�L�R�Q

�7�K�L�V�� �V�H�F�W�L�R�Q�� �D�S�S�O�L�H�V�� �W�K�H�� �V�L�J�Q�D�O�� �P�R�G�H�O�� �R�I�� ���������±���������� �L�Q�� �R�U�G�H�U�� �W�R
�G�H�U�L�Y�H���W�K�H���M�R�L�Q�W�������'���0�/���H�V�W�L�P�D�W�H���R�I���W�K�H���X�Q�N�Q�R�Z�Q���H�U�U�R�U���Y�H�F�W�R�U�V��€ s
�D�Q�G��€ u�����%�H�J�L�Q���E�\���G�H�I�L�Q�L�Q�J��G xk, y„ ���W�R���E�H���W�K�H���G�H�I�R�F�X�V�H�G���F�R�P�S�O�H�[��
�Y�D�O�X�H�G�� �L�P�D�J�H�� �D�I�W�H�U�� �6�$�5�� �L�P�D�J�H�� �I�R�U�P�D�W�L�R�Q�� �S�U�R�F�H�V�V�L�Q�J���� �+�H�U�H����xk���L�V
�W�K�H���J�U�R�X�Q�G���G�R�Z�Q���U�D�Q�J�H���F�R�R�U�G�L�Q�D�W�H���L�Q���W�H�U�P�V���R�I�� �W�K�H���L�Q�W�H�J�H�U���L�Q�G�H�[���N��
�D�Q�G���O�H�W��y„ �� �H�T�X�D�O���W�K�H�� �J�U�R�X�Q�G���F�U�R�V�V���U�D�Q�J�H�� �F�R�R�U�G�L�Q�D�W�H���L�Q�G�H�[�H�G���E�\�� �W�K�H
�L�Q�W�H�J�H�U��„ ���� �7�K�H�� �Q�H�[�W�� �V�W�H�S�� �L�Q�� �W�K�H�� �S�U�R�F�H�V�V�L�Q�J�� �D�S�S�O�L�H�V�� �D�� ���±�'�� �G�L�V�F�U�H�W�H
�L�Q�Y�H�U�V�H���)�R�X�U�L�H�U���W�U�D�Q�V�I�R�U�P���L�Q���W�K�H���U�D�G�D�U���F�U�R�V�V���U�D�Q�J�H���G�L�U�H�F�W�L�R�Q���L�Q���R�U�G�H�U
�W�R�� �R�E�W�D�L�Q�� �W�K�H�� �F�R�P�S�O�H�[���Y�D�O�X�H�G���� �U�D�Q�J�H���F�R�P�S�U�H�V�V�H�G���� �D�]�L�P�X�W�K���V�S�U�H�D�G
�6�$�5���L�P�D�J�H���G�D�W�D

gk,n • g(xk,…n) =
1
L …

„ = 1

L

G xk, y„ exp j2„y „ …n . ��������
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�8�V�H���W�K�H���V�W�D�Q�G�D�U�G���Q�R�W�D�W�L�R�Q���I�R�U���W�K�H���Y�D�U�L�D�Q�F�H���R�I���W�K�H���V�L�J�Q�D�O���D�Q�G���W�K�H
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†ƒ
2 • E |ƒk|

2 , ��������

†N
2 • E |N1,k|

2 = E |N2,k|
2 . ��������

�7�K�H���I�R�O�O�R�Z�L�Q�J���I�R�U�P���I�R�U���W�K�H���F�R�Y�D�U�L�D�Q�F�H���P�D�W�U�L�[���L�V���R�E�W�D�L�Q�H�G

Rk =
†ƒ

2 + †N
2 †ƒ

2exp( ‚ j€ • k)

†ƒ
2exp(j€• k) †ƒ

2 + †N
2
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�7�K�H���G�H�W�H�U�P�L�Q�D�Q�W���R�I���W�K�H���F�R�Y�D�U�L�D�Q�F�H���P�D�W�U�L�[���F�D�Q���E�H���H�[�S�U�H�V�V�H�G���D�V

R0 • | Rk | = †N
2 + 2†ƒ

2 †N
2 . ��������

�7�K�H���U�H�V�X�O�W�L�Q�J���L�Q�Y�H�U�V�H���R�I���W�K�H���F�R�Y�D�U�L�D�Q�F�H���P�D�W�U�L�[���K�D�V���W�K�H���I�R�U�P

Rk
‚1 =

1
R0

†ƒ
2 + †N

2 ‚ †ƒ
2exp( ‚ j€ • k)

‚ †ƒ
2exp(j€• k) †ƒ

2 + †N
2
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† k(€ s, €u) • zk
*TRk

‚1 zk . ��������
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† k(€ s, €u)

=
1
R0

†ƒ
2 + †N

2 |gk |2 + | hk|
2

‚
†ƒ

2

R0
gkhk*exp j2„‚ c € s+ xk€ u

+ gk*hkexp ‚ j2 „‚ c € s+ xk€ u .
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p(zk |€s, €u) =
1

„ 2R0

exp( ‚ † k(€ s, €u)) . ��������

�&�R�Q�V�L�G�H�U���W�K�H���F�R�Q�G�L�W�L�R�Q�D�O���S�U�R�E�D�E�L�O�L�W�\���R�I���. �� �L�Q�G�H�S�H�Q�G�H�Q�W���U�D�Q�J�H���O�L�Q�H�V��
�D�S�S�O�L�H�G���V�L�P�X�O�W�D�Q�H�R�X�V�O�\

p(Zk |€s, €u) =
1

„ 2KR0
K ‡

k = 1

K

exp( ‚ † k(€ s, €u)) . ��������
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k = 1

K
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�X�S�R�Q�� �W�K�H�� �G�D�W�D�� �Y�H�F�W�R�U�V��g�� �D�Q�G��h���� �7�K�L�V�� �S�U�R�E�O�H�P�� �L�V�� �H�T�X�L�Y�D�O�H�Q�W�� �W�R�� �W�K�H
�W�D�V�N�� �R�I�� �P�D�[�L�P�L�V�L�Q�J�� �D�Q�\�� �P�R�Q�R�W�R�Q�L�F�� �I�X�Q�F�W�L�R�Q�� �R�I�� �W�K�H�� �3�'�)���� �$
�F�R�Q�Y�H�Q�L�H�Q�W���V�W�U�D�W�H�J�\���L�V���W�R���P�D�[�L�P�L�V�H���W�K�H���O�R�J�D�U�L�W�K�P���R�I���W�K�H���3�'�)���V�L�Q�F�H
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ln(p(g, h |€s, €u)) = ‡1 ‚ …
k = 1

K

† k(€ s, €u), ��������

�L�Q�� �W�H�U�P�V�� �R�I�� �D�� �F�R�Q�V�W�D�Q�W��‡1�� �W�K�D�W�� �L�V�� �L�Q�G�H�S�H�Q�G�H�Q�W�� �R�I�� �W�K�H�� �G�H�V�L�U�H�G�� �Q�R�Q��
�S�D�U�D�P�H�W�U�L�F�� �Y�H�F�W�R�U�V��€ s�� �D�Q�G��€ u���� �D�Q�G�� �W�K�H�� �U�D�G�D�U�� �P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�� �G�D�W�D
�Y�H�F�W�R�U�V��g���D�Q�G��h

‡1 • ‚ 2 Kln(„ ) ‚ Kln(R0) . ��������
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ln(p(g, h |€s, €u))

= ‡2 +
†ƒ

2

R0
…
k = 1

K

gkhk*exp(j2„‚ c{€ s+ xk€ u})

+ gk*hkexp( ‚ j2 „‚ c{€ s+ xk€ u}) .
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�+�H�U�H�����W�K�H���F�R�Q�V�W�D�Q�W��‡2���L�V���G�H�I�L�Q�H�G���E�\

‡2 • ‡1 ‚
1
R0

†ƒ
2 + †N

2 …
k = 1

K

|gk |2 + | hk|
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ˆ{ln( p(g, h |€s, €u))}
ˆ{€ s}

=
†ƒ

2

R0
…
k = 1

K

gkhk*exp j2„‚ c € s+ xk€ u

‚ gk*hkexp ‚ j2 „‚ c{€ s+ xk€ u} = 0.
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ˆ{ln( p(g, h € s, €u))}
ˆ{€ u}

=
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2

R0
…
k = 1

K
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‰exp j2„‚ c € s+ xk€ u

‚ xkgk
‰hkexp ‚ j2 „‚ c € s+ xk€ u = 0.
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�R�I��xk���� �Z�K�L�F�K�� �S�U�H�Y�H�Q�W�V�� �W�K�H�� �H�Q�W�L�U�H�� �H�[�S�R�Q�H�Q�W�L�D�O�� �I�X�Q�F�W�L�R�Q�� �I�U�R�P�� �E�H�L�Q�J
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�7�K�X�V���� �L�W�� �L�V�� �X�V�H�I�X�O�� �W�R�� �D�S�S�O�\�� �D�Q�� �D�S�S�U�R�[�L�P�D�W�L�R�Q��exp(̂ ) ƒ 1 + ˆ ���I�R�U
ˆ Š 1 ���L�Q�������������D�Q�G�������������L�Q���R�U�G�H�U���W�R���O�L�Q�H�D�U�L�V�H���W�K�H���W�Z�R���H�T�X�D�W�L�R�Q�V���L�Q���W�K�H
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j2„‚ c …
k = 1

K

gk*hk + gkhk* € s+ xk€ u

= …
k = 1

K

gk*hk ‚ gkhk* ,
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�L�P�D�J�L�Q�D�U�\��Im[z] = z ‚ z* / 2j �� �I�R�U�P�V�� �L�Q�� ���������� �D�Q�G�� ���������� �V�X�J�J�H�V�W�V
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‹ p,n • …
k = 1

K
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pgk,n* hk,n . ��������
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�L�Q�F�U�H�P�H�Q�W�V��€ sn • sn+ 1 ‚ sn�� �D�Q�G��€ un • un+ 1 ‚ un�� �I�R�U�� �D�Q�\�� �S�D�L�U�� �R�I
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Re ‹ 0,n € sn + Re ‹ 1,n € un =
1

2„‚ c
Im ‹ 0,n , ��������

Re ‹ 1,n € sn + Re ‹ 2,n € un =
1

2„‚ c
Im ‹ 1,n . ��������
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�7�K�H���I�L�Q�D�O���V�F�H�Q�H���U�H�I�R�F�X�V���G�H�S�H�Q�G�V���F�U�L�W�L�F�D�O�O�\���X�S�R�Q���W�K�H���D�F�F�X�U�D�F�\���R�I

�W�K�H�� �U�H�I�U�D�F�W�L�R�Q���L�Q�G�X�F�H�G�� �S�K�D�V�H�� �H�U�U�R�U��• k,n�� �R�I�� ������������ �7�K�H�� �F�D�O�F�X�O�D�W�L�R�Q�� �R�I
�W�K�H�� �F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G�L�Q�J�� �H�V�W�L�P�D�W�H��•^

k,n�� �S�U�R�F�H�H�G�V�� �E�\�� �V�L�P�X�O�W�D�Q�H�R�X�V�O�\
�L�Q�W�H�J�U�D�W�L�Q�J�� �W�K�H�� �I�R�O�O�R�Z�L�Q�J�� �H�T�X�D�W�L�R�Q�V�� �I�U�R�P�� �R�Q�H�� �H�Q�G�� �R�I�� �W�K�H�� �V�\�Q�W�K�H�W�L�F

�,�(�7���5�D�G�D�U���6�R�Q�D�U���1�D�Y�L�J�������������������9�R�O�����������,�V�V�����������S�S������������������
�‹���8�6���*�R�Y�H�U�Q�P�H�Q�W����������

������



�D�S�H�U�W�X�U�H�� �W�R�� �W�K�H�� �R�W�K�H�U���� �+�H�U�H���� �W�K�H�� �Q�R�W�D�W�L�R�Q��Œ�� �L�Q�G�L�F�D�W�H�V�� �D�Q�� �H�V�W�L�P�D�W�H�G
�T�X�D�Q�W�L�W�\��

�'�H�I�L�Q�H���W�K�H���H�V�W�L�P�D�W�H���R�I���W�K�H���G�H�W�H�U�P�L�Q�D�Q�W���R�I�������������D�Q�G�������������W�K�U�R�X�J�K

•
^

n • Re ‹ 0,n Re ‹ 2,n ‚ Re ‹ 1,n
2 . ��������

�7�K�H�Q���� �F�R�P�S�X�W�H�� �W�K�H�� �X�Q�N�Q�R�Z�Q�� �L�Q�F�U�H�P�H�Q�W�� �H�V�W�L�P�D�W�H�V��€ sn�� �D�Q�G��€ un

�W�K�U�R�X�J�K

€ sn =
1

2„‚ c•
^

n

Re ‹ 2,n Im ‹ 0,n ‚ Re ‹ 1,n Im ‹ 1,n , ��������

€ un =
1

2„‚ c•
^

n

Re ‹ 0,n Im ‹ 1,n ‚ Re ‹ 1,n Im ‹ 0,n . ��������

�,�W���L�V���S�R�V�V�L�E�O�H���W�R���L�Q�F�O�X�G�H���D�Q�\���R�I���D���Y�D�U�L�H�W�\���R�I���F�R�Q�G�L�W�L�R�Q�L�Q�J���P�H�W�K�R�G�V���W�R
�V�R�O�Y�H�������������D�Q�G���������������L�Q�F�O�X�G�L�Q�J���G�L�D�J�R�Q�D�O���O�R�D�G�L�Q�J���D�Q�G���U�H�J�X�O�D�U�L�V�D�W�L�R�Q��
�,�Q���W�K�H���F�X�U�U�H�Q�W���D�S�S�U�R�D�F�K�����W�K�H���F�D�V�H���R�I���D���]�H�U�R���R�U���Q�H�D�U���]�H�U�R���G�H�W�H�U�P�L�Q�D�W�H
�L�Q�� ���������� �L�V�� �P�L�W�L�J�D�W�H�G�� �E�\�� �D�V�V�X�P�L�Q�J�� �W�K�D�W�� �W�K�H�� �F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G�L�Q�J�� �H�U�U�R�U�V�� �D�U�H
�G�X�H���W�R���W�K�H���U�D�\���S�D�W�K���G�H�O�D�\���D�O�R�Q�H�����L���H����€ sn Ž 0�����Z�L�W�K���W�K�H���S�D�W�K���E�H�Q�G�L�Q�J

�H�I�I�H�F�W�V�� �V�H�W�� �H�T�X�D�O�� �W�R�� �]�H�U�R���� �L���H����€ un = 0���� �&�H�U�W�D�L�Q�O�\���� �R�W�K�H�U�� �P�L�W�L�J�D�W�L�R�Q
�V�W�U�D�W�H�J�L�H�V�� �I�R�U�� �V�X�F�K�� �V�L�Q�J�X�O�D�U�� �F�R�Q�G�L�W�L�R�Q�V�� �F�D�Q�� �E�H�� �D�S�S�O�L�H�G���� �$
�F�R�P�S�D�U�L�V�R�Q�� �R�I�� �G�L�I�I�H�U�H�Q�W�� �D�S�S�U�R�D�F�K�H�V�� �W�R�� �W�K�L�V�� �L�V�V�X�H�� �L�V�� �E�H�\�R�Q�G�� �W�K�H
�V�F�R�S�H�� �R�I�� �W�K�H�� �F�X�U�U�H�Q�W�� �L�Q�Y�H�V�W�L�J�D�W�L�R�Q�� �D�Q�G�� �W�K�X�V�� �L�V�� �G�H�I�H�U�U�H�G�� �I�R�U�� �I�X�W�X�U�H
�U�H�V�H�D�U�F�K��

�7�K�H���H�V�W�L�P�D�W�H���R�I��€ • k,n���I�R�O�O�R�Z�V���I�U�R�P������������

€ • k,n = 2„‚ c € sn + xk€ un . ��������

�7�K�H�� �I�L�Q�D�O���L�Q�W�H�J�U�D�W�L�R�Q���H�T�X�D�W�L�R�Q�V�� �I�R�U�� �D�� �J�L�Y�H�Q���L�W�H�U�D�W�L�R�Q���L�Q�� �W�K�L�V�� �R�Y�H�U�D�O�O
�����'���U�H�I�U�D�F�W�L�R�Q���E�D�V�H�G���D�X�W�R�I�R�F�X�V���P�H�W�K�R�G�R�O�R�J�\���D�U�H���W�K�H���I�R�O�O�R�Z�L�Q�J��

s^n+ 1 = s^n + € sn, u^n+ 1 = u^n + € un, ��������

•^
k,n+ 1 = •^

k,n + € • k,n . ��������

�7�K�H�� �H�U�U�R�U�� �H�V�W�L�P�D�W�H�V�� �D�U�H�� �F�R�P�S�X�W�H�G�� �E�\�� �L�Q�W�H�J�U�D�W�L�Q�J�� ���������� �D�Q�G�� ��������
�D�O�R�Q�J���W�K�H���V�\�Q�W�K�H�W�L�F���D�S�H�U�W�X�U�H���W�K�U�R�X�J�K���Q�����7�K�H���L�Q�W�H�J�U�D�W�L�R�Q���H�T�X�D�W�L�R�Q�V���R�I
�����������D�U�H���Q�R�W���U�H�T�X�L�U�H�G���I�R�U���W�K�H���I�L�Q�D�O���H�V�W�L�P�D�W�H���R�I���W�K�H���S�K�D�V�H���F�R�U�U�H�F�W�L�R�Q��
�E�X�W�� �D�G�G�L�W�L�R�Q�D�O�� �L�Q�V�L�J�K�W�� �F�D�Q�� �E�H�� �J�O�H�D�Q�H�G�� �E�\�� �J�H�Q�H�U�D�W�L�Q�J�� �H�V�W�L�P�D�W�H�V�� �R�I
�W�K�H�V�H�� �H�V�W�L�P�D�W�H�V�� �R�I�� �W�K�H�� �S�K�\�V�L�F�D�O�� �U�D�G�D�U�� �U�D�\�� �S�D�W�K�� �G�H�O�D�\�� �D�Q�G�� �H�O�H�Y�D�W�L�R�Q
�D�Q�J�O�H��

�7�K�H�� �I�L�Q�D�O�� �H�V�W�L�P�D�W�L�R�Q�� �R�I�� �W�K�H��sn����un���� �R�U��• k,n�� �D�F�W�X�D�O�O�\�� �L�Q�Y�R�O�Y�H�V�� �W�K�H
�U�H�P�R�Y�D�O�� �R�I�� �W�Z�R�� �G�L�I�I�H�U�H�Q�W�� �V�H�W�V�� �R�I�� �P�H�D�Q�V���� �7�K�H�� �I�L�U�V�W�� �V�H�W�� �L�Q�Y�R�O�Y�H�V�� �W�K�H
�U�H�P�R�Y�D�O���R�I���W�K�H���O�L�Q�H�D�U���S�K�D�V�H���W�H�U�P�V���L�Q��sn����un�����R�U��• k,n�����6�S�H�F�L�I�L�F�D�O�O�\�����W�K�H

�P�H�D�Q�V�� �R�I��€ sn�� �D�Q�G��€ un�� �Z�L�W�K�� �U�H�J�D�U�G�� �W�R���Q�� �D�U�H�� �U�H�P�R�Y�H�G�� �L�Q�� �R�U�G�H�U�� �W�R
�H�O�L�P�L�Q�D�W�H�� �W�K�H�� �O�L�Q�H�D�U�� �S�K�D�V�H�� �W�H�U�P�V�� �L�Q��s^n�� �D�Q�G��u^n���� �7�K�L�V�� �V�W�U�D�W�H�J�\
�P�L�Q�L�P�L�V�H�V�� �W�K�H�� �V�K�L�I�W�� �R�I�� �W�K�H�� �U�H�I�R�F�X�V�H�G�� �V�F�H�Q�H�� �U�H�O�D�W�L�Y�H�� �W�R�� �W�K�H�� �L�Q�S�X�W
�L�P�D�J�H���� �&�R�U�U�H�V�S�R�Q�G�L�Q�J�O�\���� �D�� �V�L�Q�J�O�H�� �P�H�D�Q�� �Z�L�W�K�� �U�H�J�D�U�G�� �W�R�� �D�O�O�� �U�D�Q�J�H
�O�L�Q�H�V�� �L�V�� �U�H�P�R�Y�H�G�� �I�U�R�P��€ • k,n���� �1�R�W�L�F�H�� �W�K�D�W�� �V�K�L�I�W�L�Q�J�� �R�I�� �W�K�H�� �V�F�H�Q�H
�W�K�U�R�X�J�K�� �O�L�Q�H�D�U�� �S�K�D�V�H�� �W�H�U�P�V�� �G�R�H�V�� �Q�R�W�� �D�I�I�H�F�W�� �W�K�H�� �V�K�D�U�S�Q�H�V�V�� �R�I�� �W�K�H
�U�H�V�X�O�W�L�Q�J���U�H�I�R�F�X�V�H�G���L�P�D�J�H���V�R���W�K�D�W���D���S�U�X�G�H�Q�W���V�W�U�D�W�H�J�\���L�V���W�R���P�L�Q�L�P�L�V�H
�W�K�H���P�D�J�Q�L�W�X�G�H���R�I���W�K�H�V�H���O�L�Q�H�D�U���V�K�L�I�W�V���U�H�O�D�W�L�Y�H���W�R���W�K�H���L�Q�S�X�W���G�H�I�R�F�X�V�H�G
�L�P�D�J�H���E�\���W�K�L�V���U�H�P�R�Y�D�O���R�I���W�K�H���P�H�D�Q�V���R�I��€ sn����€ un�����D�Q�G��€ • k,n��

�7�K�H�� �V�H�F�R�Q�G���V�H�W���R�I�� �P�H�D�Q���U�H�P�R�Y�D�O�V�� �L�V�� �H�T�X�L�Y�D�O�H�Q�W���W�R���W�K�H�� �U�H�V�H�W�W�L�Q�J
�R�I�� �D�U�E�L�W�U�D�U�\�� �S�K�D�V�H�� �F�R�Q�V�W�D�Q�W�V�� �Z�L�W�K�L�Q��s^n�� �D�Q�G��•^

k,n���� �6�S�H�F�L�I�L�F�D�O�O�\���� �W�K�H
�P�H�D�Q�V�� �R�I��s^n�� �D�Q�G��•^

k,n�� �D�U�H�� �U�H�P�R�Y�H�G�� �D�I�W�H�U�� �W�K�H�� �L�Q�W�H�J�U�D�W�L�R�Q�� �R�Y�H�U���Q���L�V
�F�R�P�S�O�H�W�H���� �V�L�Q�F�H�� �W�K�H�V�H�� �Y�D�O�X�H�V�� �D�U�H�� �S�K�D�V�H�� �F�R�Q�V�W�D�Q�W�V�� �Z�K�L�F�K�� �F�D�Q�� �E�H
�D�E�V�R�U�E�H�G�� �L�Q�W�R�� �W�K�H�� �F�R�P�S�O�H�[���Y�D�O�X�H�G�� �D�P�S�O�L�W�X�G�H�V�� �D�Q�G�� �W�K�X�V�� �G�R�� �Q�R�W
�D�I�I�H�F�W���W�K�H���U�H�V�X�O�W�D�Q�W���P�D�J�Q�L�W�X�G�H���L�P�D�J�H�U�\��

�7�K�H�U�H�� �L�V�� �Q�R�� �P�H�D�Q�� �U�H�P�R�Y�D�O�� �D�S�S�O�L�H�G�� �W�R��u^n���V�L�Q�F�H�� �W�K�L�V�� �Y�D�U�L�D�E�O�H�� �L�V
�W�\�S�L�F�D�O�O�\���Q�R�Q���]�H�U�R���D�Q�G���L�V���G�H�W�H�U�P�L�Q�H�G���E�\���W�K�H��cosine���R�I���W�K�H���U�D�G�D�U���U�D�\
�H�O�H�Y�D�W�L�R�Q���D�Q�J�O�H��€�����,�Q���W�K�H���H�V�W�L�P�D�W�L�R�Q���R�I��un�����W�K�H���L�Q�W�H�J�U�D�W�L�R�Q���F�R�Q�V�W�D�Q�W���L�V
�V�H�O�H�F�W�H�G�� �W�R�� �E�H�� �W�K�H�� �D�Y�H�U�D�J�H�� �D�O�R�Q�J���Q�� �R�I��uradar(tn) • cos(€radar(tn))���L�Q
�W�H�U�P�V���R�I���W�K�H���V�O�R�Z���W�L�P�H��tn�����+�H�U�H�����W�K�H���H�O�H�Y�D�W�L�R�Q���D�Q�J�O�H���R�I���W�K�H���U�H�F�R�U�G�H�G
�U�D�G�D�U���S�O�D�W�I�R�U�P���S�R�V�L�W�L�R�Q���L�V

€radar(tn) = arctan
Zp(tn)

Xp
2(tn) + Yp

2(tn)
1/2 . ��������

�$�O�V�R����{ x, y, z} = Xp(tn),Yp(tn), Zp(tn) �� �J�L�Y�H�V�� �W�K�H�� �L�Q�V�W�D�Q�W�D�Q�H�R�X�V
�U�D�G�D�U�� �S�R�V�L�W�L�R�Q�� �U�H�O�D�W�L�Y�H�� �W�R�� �W�K�H�� �*�5�3�� �D�W��{ x, y, z} = {0, 0, 0} ���� �7�K�L�V
�U�H�V�H�W�W�L�Q�J�� �R�I�� �W�K�H�� �L�Q�W�H�J�U�D�W�L�R�Q�� �F�R�Q�V�W�D�Q�W�V��s^1����u^1���� �D�Q�G��•^

k, 1�� �L�V�� �S�H�U�P�L�W�W�H�G
�V�L�Q�F�H�� �W�K�H�� �L�Q�F�U�H�P�H�Q�W�V��€ sn����€ un���� �D�Q�G��€ • k,n�� �R�I�� ���������±���������� �G�R�� �Q�R�W
�G�H�S�H�Q�G���H�[�S�O�L�F�L�W�O�\���X�S�R�Q��sn����un�����R�U��• k,n��

�$�J�D�L�Q���� �W�K�H�� �Q�R�W�D�W�L�R�Q��gk,n • g xk,…n �� �F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G�V�� �W�R�� �W�K�H�� �U�D�Q�J�H��
�F�R�P�S�U�H�V�V�H�G���� �D�]�L�P�X�W�K���V�S�U�H�D�G�� �G�D�W�D�� �R�I�� �W�K�H�� �X�Q�I�R�F�X�V�H�G�� �L�P�D�J�H�� �D�W�� �V�R�P�H
�S�D�U�W�L�F�X�O�D�U�� �L�W�H�U�D�W�L�R�Q�� �L�Q�� �W�K�H�� �R�Y�H�U�D�O�O�� �S�U�R�F�H�V�V�L�Q�J���� �7�K�H�Q���� �W�K�H�� �V�L�J�Q�D�O
�P�R�G�H�O�� �H�T�X�D�W�L�R�Q�V�� ���������±���������� �L�P�S�O�\�� �W�K�D�W�� �W�K�H�� �I�R�F�X�V�H�G�� �L�P�D�J�H�� �G�D�W�D��f k,n

�D�U�H���F�R�P�S�X�W�H�G���I�U�R�P���W�K�H���G�H�I�R�F�X�V�H�G���L�P�D�J�H���G�D�W�D��gk,n���W�K�U�R�X�J�K

f xk,…n • f k,n = gk,nexp ‚ j•^
k,n . ��������

�7�K�H���P�L�Q�X�V���V�L�J�Q���L�Q���W�K�H���D�U�J�X�P�H�Q�W���R�I���W�K�H���H�[�S�R�Q�H�Q�W�L�D�O���L�Q�������������I�R�O�O�R�Z�V
�V�L�Q�F�H�� �W�K�H�� �U�H�T�X�L�U�H�G�� �S�K�D�V�H�� �F�R�U�U�H�F�W�L�R�Q�� �L�V�� �L�Q�W�H�Q�G�H�G�� �W�R�� �R�I�I�V�H�W�� �W�K�H�� �G�H�O�D�\
�D�Q�G���E�H�Q�G�L�Q�J���H�I�I�H�F�W�V���R�I���D�W�P�R�V�S�K�H�U�L�F���U�H�I�U�D�F�W�L�R�Q�����)�L�Q�D�O�O�\�����F�R�P�S�X�W�H���W�K�H
���±�'�� �G�L�V�F�U�H�W�H�� �)�R�X�U�L�H�U�� �W�U�D�Q�V�I�R�U�P�� �D�O�R�Q�J�� �W�K�H�� �U�D�G�D�U�� �F�U�R�V�V���U�D�Q�J�H
�G�L�U�H�F�W�L�R�Q�� �L�Q�� �R�U�G�H�U�� �W�R�� �R�E�W�D�L�Q�� �W�K�H�� �G�H�V�L�U�H�G�� �I�R�F�X�V�H�G�� �L�P�D�J�H�U�\�� �D�W�� �W�K�L�V
�L�W�H�U�D�W�L�R�Q

F xk, y„ = …
n = 1

N

f (xk,…n)exp( ‚ j2 „y „ …n) . ��������

�0�X�O�W�L�S�O�H���L�W�H�U�D�W�L�R�Q�V���F�D�Q���E�H���D�S�S�O�L�H�G���X�Q�W�L�O���W�K�H���G�H�V�L�U�H�G���I�R�F�X�V���T�X�D�O�L�W�\���L�V
�R�E�W�D�L�Q�H�G�� �W�K�U�R�X�J�K�� �H�L�W�K�H�U�� �K�X�P�D�Q�� �L�Q�W�H�U�S�U�H�W�D�W�L�R�Q�� �R�U�� �L�P�D�J�H�� �V�K�D�U�S�Q�H�V�V
�P�H�W�U�L�F���� �7�K�L�V�� ���±�'�� �U�H�I�U�D�F�W�L�R�Q���E�D�V�H�G�� �D�X�W�R�I�R�F�X�V�� �D�O�V�R�� �X�V�H�V�� �D�� �P�D�V�N�L�Q�J
�S�U�R�F�H�V�V���Z�K�H�U�H�L�Q���W�K�H���G�R�P�L�Q�D�Q�W���V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J���F�H�Q�W�U�H���R�Q���H�D�F�K���U�D�Q�J�H���O�L�Q�H
�L�V�� �U�H�W�D�L�Q�H�G�� �Z�K�L�O�H�� �P�D�V�N�L�Q�J�� �W�K�H�� �F�R�P�S�H�W�L�Q�J�� �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J�� �F�H�Q�W�U�H�V�� �L�Q�� �W�K�H
�U�H�J�L�R�Q�� �R�X�W�V�L�G�H�� �W�K�H�� �Y�L�F�L�Q�L�W�\�� �R�I�� �W�K�L�V�� �G�H�I�R�F�X�V�H�G�� �G�R�P�L�Q�D�Q�W�� �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J
�F�H�Q�W�U�H���� �D�V�� �Z�L�W�K�� �3�*�$�� �>�������������@���� �7�K�H�� �3�*�$�� �P�H�W�K�R�G�� �D�S�S�O�L�H�V�� �D�� �F�L�U�F�X�O�D�U
�V�K�L�I�W�� �R�I�� �H�D�F�K�� �U�D�Q�J�H�� �O�L�Q�H�� �V�R�� �W�K�D�W�� �W�K�H�� �G�R�P�L�Q�D�Q�W�� �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J�� �F�H�Q�W�U�H�� �D�W
�H�D�F�K�� �L�W�H�U�D�W�L�R�Q�� �L�V�� �F�L�U�F�X�O�D�U�O�\�� �V�K�L�I�W�H�G�� �W�R�� �W�K�H�� �L�P�D�J�H�� �F�H�Q�W�U�H�� �E�H�I�R�U�H
�P�D�V�N�L�Q�J���W�K�H���F�R�P�S�H�W�L�Q�J���V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J���F�H�Q�W�U�H�V���R�Q���H�D�F�K���U�D�Q�J�H���O�L�Q�H���� �7�K�L�V
�V�D�P�H���G�D�W�D���F�R�Q�G�L�W�L�R�Q�L�Q�J���V�W�H�S���L�V���D�S�S�O�L�H�G���L�Q���W�K�H���F�X�U�U�H�Q�W�������'���D�X�W�R�I�R�F�X�V��
�7�K�H�� �S�R�U�W�L�R�Q�� �R�I�� �W�K�H�� �F�L�U�F�X�O�D�U�O�\���V�K�L�I�W�H�G�� �L�P�D�J�H�� �Z�K�L�F�K�� �L�V�� �Q�R�W�� �P�D�V�N�H�G
�E�H�F�R�P�H�V�� �V�P�D�O�O�H�U�� �Z�L�W�K�� �H�D�F�K�� �L�W�H�U�D�W�L�R�Q�� �V�R�� �W�K�D�W�� �L�Q�F�U�H�D�V�L�Q�J�O�\�� �R�Q�O�\�� �W�K�H
�G�R�P�L�Q�D�Q�W�� �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J�� �F�H�Q�W�U�H�� �R�Q�� �H�D�F�K�� �O�L�Q�H�� �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�H�V�� �W�R�� �W�K�H�� �0�/
�H�V�W�L�P�D�W�L�R�Q�� �S�U�R�F�H�V�V���� �,�Q�� �W�K�L�V�� �I�D�V�K�L�R�Q���� �W�K�H�� �U�H�I�R�F�X�V�� �R�I�� �W�K�H�� �W�D�U�J�H�W�� �V�F�H�Q�H
�E�H�F�R�P�H�V���V�K�D�U�S�H�U���Z�L�W�K���H�D�F�K���L�W�H�U�D�W�L�R�Q�����D�V���L�O�O�X�V�W�U�D�W�H�G���L�Q���W�K�H���I�R�O�O�R�Z�L�Q�J
�V�H�F�W�L�R�Q��

���Ñ�7�K�H�R�U�\���Y�D�O�L�G�D�W�L�R�Q

�7�K�H�� �S�U�R�S�R�V�H�G�� �����'�� �U�H�I�U�D�F�W�L�R�Q���E�D�V�H�G�� �D�X�W�R�I�R�F�X�V�� �L�V�� �Y�D�O�L�G�D�W�H�G�� �X�V�L�Q�J
�P�H�D�V�X�U�H�G�� �6�$�5�� �G�D�W�D�� �F�R�Q�W�D�L�Q�L�Q�J�� �N�Q�R�Z�Q�� �L�Q�M�H�F�W�H�G�� �H�U�U�R�U�V�� �L�Q�� �S�D�W�K
�O�H�Q�J�W�K���D�Q�G���H�O�H�Y�D�W�L�R�Q���D�Q�J�O�H���Z�K�L�F�K���D�U�H���J�H�Q�H�U�D�W�H�G���D�O�R�Q�J���W�K�H���O�H�Q�J�W�K���R�I
�W�K�H�� �V�\�Q�W�K�H�W�L�F�� �D�S�H�U�W�X�U�H���� �7�K�H�� �U�H�V�X�O�W�L�Q�J�� �S�K�D�V�H�� �H�U�U�R�U�V�� �S�H�U�P�L�W�� �D
�T�X�D�Q�W�L�W�D�W�L�Y�H�� �H�[�D�P�L�Q�D�W�L�R�Q�� �R�I�� �W�K�H�� �H�I�I�L�F�D�F�\�� �R�I�� �W�K�H�� �S�U�R�S�R�V�H�G
�P�H�W�K�R�G�R�O�R�J�\�� �W�K�U�R�X�J�K�� �F�R�P�S�D�U�L�V�R�Q�� �Z�L�W�K�� �N�Q�R�Z�Q�� �W�U�X�W�K���� �,�Q�� �D�G�G�L�W�L�R�Q��
�W�K�H�V�H�� �D�X�W�R�I�R�F�X�V�� �W�H�F�K�Q�L�T�X�H�V�� �D�U�H�� �S�H�U�I�R�U�P�H�G�� �R�Q�� �W�K�H�� �6�$�5�� �L�P�D�J�H�U�\
�D�I�W�H�U���L�P�D�J�H���I�R�U�P�D�W�L�R�Q���D�Q�G���W�K�X�V���F�D�Q���E�H���D�S�S�O�L�H�G���I�R�U���P�R�V�W���6�$�5���U�D�G�D�U
�F�R�O�O�H�F�W�L�R�Q�V���D�Q�G���S�U�R�F�H�V�V�L�Q�J���P�H�W�K�R�G�V��

�7�K�L�V���L�Q�Y�H�V�W�L�J�D�W�L�R�Q���X�V�H�V���F�R�P�S�O�H�[���Y�D�O�X�H�G���6�$�5���L�P�D�J�H���G�D�W�D���Z�K�L�F�K
�Z�H�U�H�� �F�R�O�O�H�F�W�H�G�� �W�K�U�R�X�J�K�� �D�Q�� �D�L�U�E�R�U�Q�H�� �.�X���E�D�Q�G�� �U�D�G�D�U�� �X�V�L�Q�J�� �D
�E�U�R�D�G�V�L�G�H���J�H�R�P�H�W�U�\���>�����@�����)�R�U���W�K�L�V���F�R�O�O�H�F�W�L�R�Q�����W�K�H���U�D�G�D�U���I�O�H�Z���Z�L�W�K���D
�V�W�U�D�L�J�K�W���D�Q�G���O�H�Y�H�O���I�O�L�J�K�W���S�D�W�K���Z�L�W�K���D�Q���D�O�W�L�W�X�G�H���R�I��Z0 = 1.496 km���D�Q�G
�D���V�S�H�H�G���R�I��V0 = 71.3763 m/s�����7�K�H���J�U�R�X�Q�G���G�R�Z�Q���U�D�Q�J�H���R�I���W�K�H���U�D�G�D�U
�D�W���L�W�V���P�L�G���S�R�L�Q�W���D�O�R�Q�J���W�K�H���V�\�Q�W�K�H�W�L�F���D�S�H�U�W�X�U�H���U�H�O�D�W�L�Y�H���W�R���W�K�H���F�H�Q�W�U�H���R�I
�W�K�H���L�P�D�J�H�U�\�� �D�U�H�D���Z�D�V��X0 = 2.914 km���� �7�K�H���U�D�G�D�U���W�U�D�Q�V�P�L�W�W�H�G���S�X�O�V�H�V
�R�Y�H�U�� �W�K�H�� �6�$�5�� �F�R�O�O�H�F�W�L�R�Q�� �G�X�U�D�W�L�R�Q�� �R�I��T0 = 4.034 s���� �H�D�F�K�� �Z�L�W�K�� �D
�F�H�Q�W�U�H�� �I�U�H�T�X�H�Q�F�\�� �R�I��f c = 16.8 GHz�� �D�Q�G�� �D�� �E�D�Q�G�Z�L�G�W�K�� �R�I�� �������������Ó
�*�+�]��

�7�K�H�� �P�D�J�Q�L�W�X�G�H�� �R�I�� �W�K�H�� �R�U�L�J�L�Q�D�O�� �F�R�P�S�O�H�[���Y�D�O�X�H�G�� �.�X���E�D�Q�G
�L�P�D�J�H�U�\�� �L�V�� �V�K�R�Z�Q�� �L�Q�� �)�L�J�������D���� �1�H�[�W���� �D�U�W�L�I�L�F�L�D�O�� �H�U�U�R�U�V�� �L�Q�� �W�K�H�� �S�D�W�K
�O�H�Q�J�W�K��strue�� �D�Q�G�� �W�K�H�� �H�O�H�Y�D�W�L�R�Q�� �D�Q�J�O�H��€true�� �D�U�H�� �J�H�Q�H�U�D�W�H�G�� �E�D�V�H�G�� �R�Q
�D�U�E�L�W�U�D�U�\�� �S�R�O�\�Q�R�P�L�D�O�� �I�X�Q�F�W�L�R�Q�V�� �L�Q�� �R�U�G�H�U�� �W�R�� �P�R�G�H�O�� �W�K�H�� �S�R�V�V�L�E�O�H
�H�I�I�H�F�W�V���R�I���U�H�I�U�D�F�W�L�R�Q���E�D�V�H�G���G�L�V�W�R�U�W�L�R�Q���R�I���W�K�H���S�X�O�V�H���S�U�R�S�D�J�D�W�L�R�Q���L�Q���W�K�H

������ �,�(�7���5�D�G�D�U���6�R�Q�D�U���1�D�Y�L�J�������������������9�R�O�����������,�V�V�����������S�S������������������
�‹���8�6���*�R�Y�H�U�Q�P�H�Q�W����������



�H�D�U�W�K�
�V�� �D�W�P�R�V�S�K�H�U�H���� �7�K�H�� �V�S�H�F�L�I�L�F�� �V�H�O�H�F�W�H�G��strue�� �D�Q�G��€true�� �I�R�U�� �H�D�F�K
�S�X�O�V�H�� �D�U�H�� �S�U�H�V�H�Q�W�H�G�� �L�Q�� �)�L�J�V�������E�� �D�Q�G���F���� �,�Q�� �D�G�G�L�W�L�R�Q���� �)�L�J�������F���D�O�V�R
�S�U�H�V�H�Q�W�V�� �W�K�H�� �S�U�R�I�L�O�H�� �R�I�� �W�K�H�� �H�O�H�Y�D�W�L�R�Q�� �D�Q�J�O�H�� �R�I�� �W�K�H�� �U�D�G�D�U�� �S�O�D�W�I�R�U�P
�U�H�O�D�W�L�Y�H���W�R���W�K�H���J�U�R�X�Q�G���S�O�D�Q�H��

�,�Q�� �W�K�L�V�� �D�Q�D�O�\�V�L�V���� �W�K�H�U�H�� �L�V�� �Q�R�� �D�W�W�H�P�S�W�� �W�R�� �H�V�W�L�P�D�W�H�� �W�K�H�� �S�K�\�V�L�F�D�O
�S�U�R�I�L�O�H�V�� �L�Q�� �����'�� �V�S�D�F�H�� �R�I�� �D�W�P�R�V�S�K�H�U�L�F�� �S�D�U�D�P�H�W�H�U�V���� �V�X�F�K�� �D�V
�W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H���� �G�H�Q�V�L�W�\���� �Z�D�W�H�U�� �Y�D�S�R�X�U�� �F�R�Q�F�H�Q�W�U�D�W�L�R�Q�� �H�W�F������ �W�K�U�R�X�J�K
�Z�K�L�F�K�� �W�K�H�� �S�X�O�V�H�V�� �K�D�Y�H�� �W�U�D�Y�H�U�V�H�G���� �7�K�L�V�� �D�S�S�U�R�D�F�K�� �P�H�U�H�O�\�� �H�V�W�L�P�D�W�H�V
�W�K�H���W�R�W�D�O���L�Q�W�H�J�U�D�W�H�G���U�D�\���S�D�W�K���O�H�Q�J�W�K���H�U�U�R�U���D�Q�G���H�O�H�Y�D�W�L�R�Q���D�Q�J�O�H���D�W���W�K�H
�V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J�� �W�H�U�U�D�L�Q�� �I�R�U�� �H�D�F�K�� �S�D�L�U�� �R�I�� �V�X�F�F�H�V�V�L�Y�H�� �S�X�O�V�H�V���� �7�K�H�� �J�R�D�O�� �R�I
�W�K�L�V���Q�X�P�H�U�L�F�D�O���H�[�H�U�F�L�V�H���L�V���W�R���G�H�P�R�Q�V�W�U�D�W�H���W�K�D�W���W�K�H�V�H���H�U�U�R�U�V��strue���D�Q�G

€true�� �F�D�Q�� �E�H�� �H�V�W�L�P�D�W�H�G�� �D�Q�G�� �F�R�P�S�H�Q�V�D�W�H�G�� �I�R�U�� �D�� �V�H�W�� �R�I�� �D�U�E�L�W�U�D�U�L�O�\��
�V�H�O�H�F�W�H�G���S�U�R�I�L�O�H�V���D�O�R�Q�J���W�K�H���V�\�Q�W�K�H�W�L�F���D�S�H�U�W�X�U�H��

�7�K�H���H�P�X�O�D�W�H�G���U�H�I�U�D�F�W�L�R�Q���E�D�V�H�G���S�K�D�V�H���H�U�U�R�U�V���D�U�H���L�Q�M�H�F�W�H�G���L�Q�W�R���W�K�H
�R�U�L�J�L�Q�D�O�� �6�$�5�� �G�D�W�D�� �E�\�� �P�X�O�W�L�S�O�\�L�Q�J�� �W�K�H�� �U�D�Q�J�H���F�R�P�S�U�H�V�V�H�G���� �D�]�L�P�X�W�K��
�V�S�U�H�D�G���G�D�W�D���E�\��exp(j• true)�����Z�L�W�K

• true xk, tn • 2 „‚ c strue(tn) + xkcos(€true(tn)) , ��������

�E�D�V�H�G�� �R�Q�� ���������� �7�K�H�Q���� �W�K�H�� �G�D�W�D�� �D�U�H�� �W�U�D�Q�V�I�R�U�P�H�G�� �E�D�F�N�� �W�R�� �W�K�H�� �L�P�D�J�H
�G�R�P�D�L�Q�� �W�K�U�R�X�J�K�� �D�� �����'�� �)�R�X�U�L�H�U�� �W�U�D�Q�V�I�R�U�P���� �7�K�H�� �U�H�V�X�O�W�� �R�I�� �W�K�L�V
�J�H�Q�H�U�D�W�L�R�Q�� �R�I�� �P�H�D�V�X�U�H�G�� �L�P�D�J�H�� �G�D�W�D�� �Z�L�W�K�� �D�U�W�L�I�L�F�L�D�O�� �S�K�D�V�H�� �H�U�U�R�U�V�� �L�V
�V�K�R�Z�Q�� �L�Q�� �)�L�J�������G���� �7�K�L�V�� �O�D�W�W�H�U�� �I�L�J�X�U�H�� �J�L�Y�H�V�� �W�K�H�� �L�Q�L�W�L�D�O�� �L�P�D�J�H�U�\�� �G�D�W�D
�V�H�W�� �Z�K�L�F�K�� �L�V�� �L�Q�S�X�W�� �L�Q�W�R�� �W�K�H�� �S�U�R�S�R�V�H�G�� �U�H�I�U�D�F�W�L�R�Q���E�D�V�H�G�� �D�X�W�R�I�R�F�X�V
�P�H�W�K�R�G�R�O�R�J�\��

�$�I�W�H�U�� �D�� �V�L�Q�J�O�H�� �L�W�H�U�D�W�L�R�Q�� �R�I�� �W�K�L�V�� �����'�� �D�X�W�R�I�R�F�X�V�� �D�O�J�R�U�L�W�K�P���� �W�K�H
�H�V�W�L�P�D�W�H�G�� �W�R�W�D�O�� �S�D�W�K�� �O�H�Q�J�W�K�� �H�U�U�R�U�� �D�Q�G�� �H�O�H�Y�D�W�L�R�Q�� �D�Q�J�O�H�� �S�U�R�I�L�O�H�V�� �K�D�Y�H
�W�K�H���I�R�U�P�V���V�K�R�Z�Q���L�Q���)�L�J�V�������D���D�Q�G���E�����&�O�H�D�U�O�\�����D���V�L�Q�J�O�H���L�W�H�U�D�W�L�R�Q���L�V���Q�R�W
�V�X�I�I�L�F�L�H�Q�W�� �W�R�� �R�E�W�D�L�Q�� �D�F�F�X�U�D�W�H�� �H�V�W�L�P�D�W�H�V�� �R�I�� �W�K�H�� �U�H�I�U�D�F�W�L�R�Q���L�Q�G�X�F�H�G
�H�U�U�R�U�V�� �R�I�� �S�D�W�K�� �O�H�Q�J�W�K�� �R�U�� �H�O�H�Y�D�W�L�R�Q�� �D�Q�J�O�H���� �7�K�H�� �F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G�L�Q�J
�U�H�I�R�F�X�V�H�G�� �L�P�D�J�H�� �D�I�W�H�U�� �W�K�H�� �I�L�U�V�W�� �L�W�H�U�D�W�L�R�Q�� �R�I�� �W�K�L�V�� �U�H�I�U�D�F�W�L�R�Q���E�D�V�H�G
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